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Con el fin de introducir de una manera clara y directa a los estudiantes de pregrado en fisica y/o 
astronomia en el tema de la transferencia radiativa, se realiza una revision pedagogica explicando la 
manera de obtener la ecuacion de transferencia radiativa, sus restricciones y los diferentes tipos de 
interaccion presentes entre la radiacion y la materia. Debido a que en la literatura encontrada sobre 
transferencia radiativa la covarianza no es expli'citamente desarroUada, se hace necesario mostrar 
de manera explicita los calculos en detalle y discutir sobre los efectos relativistas especiales. 
Descriptores: Transferencia Radiativa, Relatividad Especial. 

The purpose is to introduce in a clear and direct way the students of undergraduate courses in 
physics and/or astronomy to the subject of radiative transfer. A pedagogical revision is made in 
order to obtain the radiative transfer equation, its restrictions and the different types of interactions 
present between the radiation and the matter. Because in the classical literature about radiative 
transfer the covariance is not fully developed, we show in an explicit manner detail calculations and 
then we discuss the relativistic effects. 
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I. INTRODUCCION 



La teoria de la transferencia radiativa fue desarroUada 
por S. Chandrasekhar, en trabajos desarroUados entre 
1944 a 1949, y expuesta en su texto [ij; en esta teoria, 
se describe la dispersion y absorcion de la radiacion 
electromagnetica por el medio interestelar Q]. Dicha 
descripcion se puede realizar en la aproximacion fe- 
nonienologica usando la variable intensidad especifica 
[3| o en la aproximacion cinematica por medio de la 
funcion de distribucion. En la actualidad el estudio 
de la transferencia radiativa se presenta en diferentes 
campos de investigacion como son astrofisica relativista, 
cosmologia, geofisica, entre otros. Precisamente debido 
a su gran aplicabilidad en diferentes y variados campos 
de investigacion, actualmente la transferencia radiativa 
constituye en si misma un campo de investigacion 
a nivel analitico y computacional; surge tambien un 
creciente interes en el estudio de los aspectos relativistas 
del transporte de radiacion debido a la necesidad de 
considerarlos en el modelamiento y estudio de ambientes 
realistas, dada su gran influencia en tales modelos, como 
lo son el estudio de atmosferas terrestres y/o estelares, 



o la corroboracion de teorias acerca de la radiacion 
detectada por los telescopios de rayos-X CHANDRA y 
XMM-NEWTON. Aunque existe excelente bibliografia 
sobre transferencia radiativa [3, 0, [a, Qj el caracter 
covariante de la misma es apenas mencionado, y los 
calculos intermedios para su respectiva determinacion o 
demostracion no son desarroUados explicitamente, razon 
por la cual el presente trabajo resulta ser un complemen- 
to a dicha bibliografia, al desarroUar explicitamente los 
calculos, ademas de discutir acerca de las restricciones 
que se presentan en el transporte relativista de radiacion 
y como a pesar de la covarianza, resultan notorios los 
efectos relativistas especiales. 
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El presente trabajo se desarroUa comenzando con una in- 
troduccion a la transferencia radiativa (secci6n|TT|, don- 
de se explica la metodologia de obtencion de la ecuacion 
clasica y las limitaciones que son impuestas en el estudio 
del transporte de radiacion no polarizada; posteriormente 
en la seccion HIIl se discute la generalizacion de la ecuacion 
covariante de Boltzmann y los efectos relativistas espe- 
ciales que se presentan al tener en cuenta el movimiento 
de la materia con la cual interactiia la radiacion. Por ulti- 
mo, en la seccion ITVl se realizan los calculos intermedios 
para mostrar el caracter invariante relativista especial de 
la ecuacion de transferencia radiativa y se distinguen los 
efectos relativistas que se presentan. 



II. TRANSFERENCIA RADIATIVA CLASICA 

La transferencia radiativa (6 transporte de radiacion) 
describe la interaccion de la radiacion al propagarse por 
un medio, teniendo en cuenta el punto de vista cuantico, 
en terminos de cantidades macroscopicas. Por lo tanto, 
la transferencia radiativa proporciona informacion de 
los efectos macroscopicos de procesos cuanticos entre la 
radiacion y la materia 0, S 0| ■ 



donde la multiplicacion por un factor de 2 corresponde 
a los dos posibles estados independientes de polarizacion 
del campo de radiacion [10|. Por lo tanto, la variacion de 
la intensidad especifica J^ 6 equivalentemente el cambio 
de la funcion de distribucion f{r,p;t) representa la 
manifest acion macroscopica del transporte de radiacion 
a traves de la materia. 



Para el estudio del proceso de transporte de radiacion 
se determina la cantidad de energia dEi, por unidad de 
frecuencia dv, que esta atravesando un elemento de su- 
perficie dA con vector normal n, en el punto p (tal como 
se muestra en la Figura[T|), en un intervalo de tiempo dt, 
donde la radiacion esta contenida en un angulo solido dfl 
alrededor de la direccion de propagacion k [g], es decir, 



dE^ ^ I^dAdtdQdvn.k, 
= I^dAdtdH.diy cos(a). 



(1) 



donde la intensidad especifica Ii, es una variable que da 
informacion de los efectos macroscopicos de la interaccion 
de la radiacion (i.e., la energia), al fluir a traves de la 
materia [3|,y,Q . Debido a que esta variacion dE^ depende 




A. Ecuacion de Transferencia Radiativa 

Para determinar la variacion de la intensidad especifica al 
propagarse por un medio, se analiza el cambio de energia 
en un rayo debido a interacciones al recorrer una distan- 
cia ds. Por esta razon, es necesario considerar un cilindro 
de area dA' (en las "tapas") y longitud infinitesimal ds, 
alrededor del rayo (Figura[2) [111, y se calcula el cambio 
del flujo de energia del campo de radiacion entre el haz 
incidente al cilindro y el haz emergente de este [j, Pags. 
333- 335]. 



Figura 1. Transporte de radiacion en el punto p del elemento 
de area dA 




del punto, direccion, frecuencia y tiempo de interaccion, 
entonces la intensidad especifica se podra escribir como 



I^ = /(r,k;i,z/). 



(2) 



es decir, la intensidad especifica va a dependera de la 
posicion (r), del momento del foton [p = (/ii^/c)k] y del 
tiempo de interaccion (i). Asi la transferencia radiativa 
se puede ver como el cambio en la funcion de distribucion 
/(r,p;i) de fotones al recorrer el espacio de fase en un 
tiempo (t) 0]. 

La manera de relacionar la intensidad especifica con la 
funcion dc distribucion vienc dada por 



/(r,k;t, t/) 






(3) 



Figura 2. Trayectoria de rayo de radiacion 



Debido a que en general la radiacion no se propaga en la 
misma direccion a la normal al elemento de area dA de 
la Figura [l] se consider a un cilindro en direccion n', con 
area dA' (en las tapas del cilindro) y longitud ds, donde 
dA' = dA cos(a) es la proyeccion del elemento de area 
del material sobre el piano definido por el vector normal 
n', de manera que los elementos de area dA y dA' estan 
relacionados segiin la direccion de propagacion de la 
radiacion. 

De esta forma la variacion de la intensidad especifica 
al recorrer una distancia ds, debido a las interacciones 
g{r, k; t, v) esta dada por 



ci/(r,k;i, v) 
ds 



dr dl{r,'k;t,i') 
ds dr 



dk 9/(r,k;i, I/) dt dl{r,'k;t,v) di/ dl{r,'k;t,i') 
ds 9k ds dt ds dv 



r 



.g(r,k;t, t/), 



(4) 



donde el significado fisico de cada uno de los terminos de 
la ecuacion ([4]) es: (dr/ds) es la direccion de propagacion 
del campo de radiacion (i.e., k); (dk/ds) es el cambio 
en la direccion de propagacion en el niomento en que es 
transportada; (dt/ds) expresa el inverse de la velocidad 
de los fotones [131; y {dv/ds) representa el corrimiento 
en la frecuencia del campo a medida que se desplaza 
una distancia ds. El termino g(T^\<i]t,u) representa las 
interacciones entre la radiacion y la materia, y por lo 
tanto dichas interacciones son simplemente un tipo o 
combinaciones de procesos como absorcion, emision y/o 
dispersion (ver seccion IIIBI para los diferentes tipos 
de interaccion) . De la relacion (j4]) se puede ver que 
al no presentarse interaccion (i.e., g(T,\i]t,v) = 0) 
la intensidad especifica es constante a lo largo de la 
trayectoria del rayo. 

La validez de la ecuacion de transferencia (H]), se restrin- 
ge a tratar al campo de radiacion como una coleccion de 
particulas clasicas puntuales, donde el caracter cuantico 
de la descripcion se presenta en la interaccion entre la 
radiacion y la materia (e.g., absorcion de fotones por 
atomos, que resulta en atomos excitados o ionizados) y 
no en cuantizar el campo electromagnetico ^M, ■ Por otro 
lado, al asumir que el transporte de radiacion se realiza 
por medio de rayos, implica que esta descripcion olvida 
efectos tales como difraccion, interferencia y reflexion ya 
que estos son efectos ondulatorios de la radiacion y no se 
pueden describir en esta aproximacion [y, Pags. 47 - 49]. 

Debido a las limitaciones al despreciar efectos refracti- 
vos, el termino referente al cambio en la direccion de 
propagacion se omite, aunque este debe ser incluido 
cuando se utilicen coordenadas curvili'neas 6 se presente 
doblamiento gravitacional de la luz, asi el transporte de 
radiacion sea en un medio no refractivo [14| . Ademas 
de la anterior limitacion, en transferencia radiativa 
clasica se asume que la materia con la cual esta inter- 
actuando el campo de radiacion se encuentra en reposo 
y no hay presentes campos gravitacionales intensos, 
es decir, no se tienen en cuenta efectos relativistas 
especiales ni generales, de manera que no hay corri- 
miento en la frecuencia a medida que el foton se desplaza. 

Por lo tanto la ecuacion de transferencia radiativa dl^/ds 
[ecuacion ([¥])] para un medio no refractivo, sin efectos 
relativistas y en coordenadas curvilineas es 

(5) 



donde los terminos Vr y Vk denotan diferenciacion con 
respecto a la posicion y a los cosenos directores de k, 
respectivamente. 

Como las coordenadas rectangulares son un caso especial 
de las coordenadas curvilineas, la expresion ^ en ese sis- 
tema de coordenadas omite el tercer termino, ya que la 
direccion de la base no cambia a lo largo de la trayectoria 
dada por ds, por lo tanto la conocida ecuacion de trans- 
ferencia radiativa clasica en coordenadas rectangulares 
viene dada por 



dl^ 1 diu r, — 1 T . , N 



ds 



(6) 



B. Interaccion 

Debido a que la transferencia radiativa da los aspectos 
macroscopicos de la interaccion cuantica entre la radia- 
cion con la materia, esta es insuficiente para describir 
interacciones entre los fotones, y las interacciones que se 
presentan se restringen al caso que la trayectoria seguida 
por el foton entre interacciones es una linea recta y se 
desplaza con una velocidad igual a la del vacfo c, i.e., se 
asume a la materia como un polvo de electrones y atomos, 
y por lo tanto las interacciones son simplemente un tipo 
o combinaciones de procesos como: 

■ Emision Estimulada. 

■ Emision Espontanea. 

■ Absorcion. 

■ Dispersion. 

donde la diferencia entre la emision espontanea y la 
estimulada, radica en que la primera es independiente 
del campo de radiacion, por lo tanto es simplemente 
una fuente de energia. Cuando los fotones no siguen 
trayectorias rectas entre las colisiones, ademas de tener 
en cuenta las anteriores interacciones se debe incluir 
efectos de refraccion, donde el indice de refraccion 
varie continuamente con respecto a la posicion, y la 
trayectoria del foton es una curva [6i, Cap. 5]. 

Aunque la transferencia radiativa sea una aproximacion 
al estudio de la interaccion de la radiacion con la mate- 
ria, esta es una gran herramienta que permite estudiar 
ambientes y condiciones que no se pueden realizar en un 
laboratorio terrestre. Algunas de sus aplicaciones en as- 
trofisica son, el estudio y modelamiento de la transferen- 
cia radiativa a traves de atmosferas estelares, de galaxias 



llenas de polvo (ver [i^| y referencias contenidas ahi) , y en 
un proceso de acrecion [1^, [l3| ; y en el campo cosmologi- 
co e.g. son el estudio del efecto Sunyaev - Zel 'dovich p^ . 



III. TRANSFERENCIA RADIATIVA 
RELATIVISTA ESPECIAL 

Debido a que en general la materia con la cual inter- 
actiia la radiacion no esta en reposo, para describir 
completamente la transferencia radiativa en estos casos, 
se debe incluir los efectos que induce dicho movimiento. 
Al tener en cuenta el que la materia este en movimiento 
constante, se debe hacer referenda con respecto a 
cual observador se esta analizando la transferencia de 
radiacion. Por ello se considera dos observadores, uno 
Euleriano (laboratorio) y uno Lagrangiano (comovil, i.e., 
moviendose atado a la materia), de manera equivalente a 
como se definen en mecanica de fluidos [l3| . Ya que estos 
dos observadores se relacionan via las transformaciones 
de Lorentz y partiendo de la seccion |TT1 en la cual se 
analizo la transferencia radiativa cuando la materia 
estaba en reposo con respecto a un observador, i.e., la 
determinada por un marco (u observador) Lagrangiano, 
se analiza la transferencia de radiacion para un observa- 
dor Euleriano. 

Como la fisica no puede depender del observador (i.e., el 
sistema de referenda ver [^, Cap. 4] y [20, Pags. 1 - 4]), 
se debe escribir la ecuacion de transferencia radiativa de 
manera covariante, es decir, que la forma funcional sea 
invariante bajo transformaciones de Lorentz. Para dicho 
proposito y recurriendo a que la transferencia radiativa 
es un caso particular de la fisica cinetica, se utiliza la 
generalizacion covariante de la ecuacion de Boltzmann 
[1, Pags. 418 - 419] 



d/(X, P) _ dxf' df{X, P) dp^' 9/(X, P) 



dr 



dr dxf^ dr dpf^ 



G(X,P), (7) 



donde x'^ y p'^ son las componentes de los correspondien- 
tes cuadri-posicion X (c-posicion) y cuadri-momento P 
(c-momento) de la particula (foton); y r es el parametro 
afin que usualmente es el tiempo propio. 

La validez de la ecuacion ([7]) implicitamente asume 
que la funcion de distribucion /(X, P) es un invariante 
relativista. Al expandir explicitamente la anterior 
ecuacion, hay una dependencia de ocho parametros (las 
cuatro componentes de la c-posicion mas las cuatro 
componentes del c-momento) que establece que la 
ecuacion covariante de Boltzmann se desarrolla en un 
espacio ocho dimensional, pero debido a que la norma 
del c-momento siempre es una caracteristica inherente 
del sistema (proporcional a la masa en reposo mo, la 
cual es un invariante relativista) establece una ligadura 



P^Pp 



n2„2 



c [20|, Pags. 45 - 47], de manera que 
solo tres de las cuatro componentes de c-momento son 
independientes, por tal razon la ecuacion ((T]) al igual 



que su version clasica (j4]) se restringen a un espacio siete 
dimensional. 



Como las particulas que componen el campo de radiacion 
son fotones (particulas con masa en reposo cero) cuya 
velocidad es c y tiempo propio t nulo, en la ecuacion ([7]) 
el parametro afin tiempo propio ya no es una variable 
litil y por ello se emplea un nuevo parametro afin rj, el 
cual es la longitud de trayectoria recorrida del foton. Por 
lo tanto, la vision cinetica covariante de la ecuacion de 
transferencia radiativa es 



rfx^ 9/(X,P) rfp^i9/(X,P) 
dr] dx^^ dr] dp^^ 



donde el c-momento 



pt- 



G(X,P), 



(8) 



del foton se define como 
dx^^/dr], con r] el parametro afin longitud de 
trayectoria recorrida del foton. 

Debido a que la relatividad especial linicamente ingresa 
los efectos cinematicos entre observadores que se esten 
moviendo a velocidad constante uno con respecto al otro, 
las condiciones impuestas en la seccion de transferencia 
radiativa clasica|II]acerca de que no hay fuerzas que afec- 
ten la trayectoria del foton (conservacion del momento), 
tambien son validas en la vision relativista especial y sus 
efectos seran que el foton se propague en una linea recta, 
pero con direccion, longitud de onda y frecuencia (por la 
constancia de la velocidad de la luz, el cambio en la fre- 
cuencia se debe compensar con el cambio en la longitud 
de onda) que dependen del observador, por lo tanto el 
termino dp'^/dr] en ^ es cero (i.e., la conservacion del 
c-momento). Entonces la ecuacion covariante de la trans- 
ferencia radiativa no polarizada en un medio no refractivo 
es 



,^MM).G(X,P). 



(9) 



Como se menciono, el caracter covariante bajo boost de 
Lorentz de una ecuacion significa que esta sea invarian- 
te en su forma para observadores que estan relacionados 
por una transformacion de Lorentz (boost). Por lo tanto, 
al demostrar que la ecuacion de transferencia radiativa, 
desde el punto de vista cinetico es covariante [ecuacion 
([9])] y teniendo en cuenta las mismas condiciones tanto 
clasicas como relativistas especiales acerca de que no hay 
fuerzas que afecten la trayectoria del foton, i.e., la corres- 
pondiente conservacion del momento (desde el punto de 
vista clasico) y el c-momcnto (desde el punto de vista re- 
lativista), al expandir cl indice /i, y como las componentes 
del c-momento P son pf^ — hi'{l, {l/c}k), se obtiene la 
ecuacion de transferencia radiativa clasica ([6]). Los efec- 
tos cinematicos en este momento no aparecen, sino que 
ellos van a hacerse relevantes al combinar los dos obser- 
vadores. 



A. Efectos Relativistas 

Como se menciono en la seccion IIIII la linica manera de 
distinguir los efectos relativistas, es comparar lo que dos 
observadores ven cuando cada uno se encuentra en un 
estado movimiento diferente. Para el caso relativista es- 
pecial los efectos observados son: 

■ Aberracion: La direccion de propagacion del foton 
depende del estado de movimiento del observador. 

■ Corrimiento Doppler: Corrimiento en la frecuencia 
y por lo tanto en la longitud de onda para compen- 
sar la constancia de la velocidad del foton. 

■ Advectivo: Arrastre del foton por un medio en mo- 
vimiento. En este punto se debe aclarar que el 
arrastre del foton no producira que su velocidad de 
propagacion sea mayor a la velocidad de la luz en el 
vacio (c), ya que al propagarse un campo de radia- 
cion a traves de un medio diferente al vacio (donde 
dicho medio se caracteriza por un indice de refrac- 
cion n, tal que n > 1) su velocidad de propagacion 
esta dada por v ^ c/n, es decir, que disminuye con 
respecto a c. 



debe ser funcionalmente igual al del marco de laboratorio 



19/ 
c9i 



k . V/ = g, 



(11) 



cuando los dos marcos (S' y S) estan relacionados por 
un boost en direccion arbitraria. La transformacion de 
Lorcntz que relaciona dos marcos inerciales con veloci- 
dad relativa (v) entre si, es la transformacion de Lorcntz 
(boost) de velocidad /3 (donde /3 = ^y/?=|/3|)y 
direccion arbitraria 12111 



Af! 



7 



-7/3 



-7/3 1+ (7-l)r'/3/3/' 



(12) 



por completez de la demostracion se escribe explicita- 
mente 9^ y P'^, los cuales son: 






ld_ 
cdt 



,V 



P^^(f,p)^^(l,k). 



(13) 



(14) 



B. Termino de interaccion G(X, P) 



Debido a que los fenomenos de interaccion G'(X, P) no 
pueden depender del sistema de referenda, ya que impli- 
caria que mientras un observador "ve" que se presenta 
una absorcion, otro observador que esta relacionado al 
anterior por medio de una transformacion de Lorcntz ob- 
servaria que la interaccion con el campo de radiacion es 
una emision estimulada. Por lo tanto por el primer pos- 
tulado de la relatividad La Fisica no depende del obser- 
vador ni de su estado cinematico [20| , se entiende que los 
procesos fisicos que ocurren en la naturaleza son validos 
para cualquier observador inercial, y lo que sucede es que 
cada observador inercial observa el mismo proceso fisico 
pero con diferente valor numerico y direccion, por consi- 
guiente es cuando los efectos cinematicos descritos en la 
seccion anterior afectan los terminos de interaccion, en 
el sentido que los mismos procesos fisicos son observados 
por distintos marcos inerciales pero que suceden a distin- 
tos valores de energia y de direccion de propagacion para 
cada observador inercial. 



IV. INVARIANCIA DE LA ECUACION DE 
TRANSFERENCIA RADIATIVA 

La ecuacion de transferencia radiativa clasica es invarian- 
te bajo transformaciones de Lorentz, por lo tanto pa- 
ra mostrar dicha invariancia se tiene que la ecuacion de 
transferencia del marco comovil (E') 



Idl' 



+ k' . V'l' 



(10) 



Recordando que un c-vector contravariante x^ en el sis- 
tema de referenda E' esta relacionado con su correspon- 
diente c-vector covariante x'^ en el sistema de referenda 
E por 



c^ =A(;a;^ 



y para c-vectores covariantes 

X^' l\^iXi/, 



(15) 
(16) 



donde A(^ A", = 5"^ es el simbolo delta de Kronecker. 



Retomando la transformacion dc Lorentz p2|) . y reem- 
plazando los terminos /3 por una notacion vectorial mas 
conocida /3, las transformaciones entre los marcos E — E' 
y E' — E, respectivamente son 



Af! = 






7 



-7/3 



-7/3 / + (7 - l)/3-'/3/3, 

7 7^ 



(17) 



(18) 



,7/3 /+(7-l)r'^/3y 
siendo (i(3 una diada, 7^ = (1 - p"^)-^ 7/3 = 7- 

Para demostrar la invariancia de la ecuacion de trans- 
ferencia radiativa Q, primero se debe transformar el c- 
vector divergencia [ecuacion (|13p ] por medio de la trans- 
formacion de Lorentz, lo cual viene dado por 



d^, = KA 



(19) 



obteniendo para cada una de sus componentes 



k viene dado por 



ld_ 
cdF 



ld_ 
c9t 



/3.V 



(20) 



1/ 



k' = - k-7/3 1 



7/3 -k 
7 + 1 



(25) 



V = 7/3-^ + V + (7 - l)r'/3/3 ■ V, 
c ot 



(21) 



y segundo se debe realizar la transformacion de Lorentz 
del c- vector momento del foton [ecuacion p^ ]. obtenien- 
do para cada una de sus componentes 



71/(1-/3. k) 



(22) 



una vision grafica del comportamiento de estos efec- 
tos [ecuaciones ([M)) y (^5]) ] se puede ver en el apendiceO 

Utilizando la relacion de la intensidad invariante I [3|, 
Pags. 413 - 414] la cual viene dada por 






(26) 



k' 



-7/3 + k + (7 - l)/3-'/3/3 . k) 



(23) 



Las expresiones desde la ecuacion (^01 hasta la ecua- 
cion (|23p , son las necesarias para demostrar la invariancia 
de la ecuacion de transferencia radiativa, adicionalniente 
los efectos relativistas corrimiento Doppler y aberracion 
f seccion IlII A[) se pueden observar en las transformacio- 
nes de cada una de las componentes de c- vector momen- 
to del foton, por lo tanto reagrupando y ordenando los 
terminos se obtiene que el factor de corrimiento entre las 
frecuencias v' y v esta dado por 



y la relacion entre las frecuencias v y v' [ecuacion ([24]) ]. 
la expresion entre las [ecuacion (UHl)] intensidades en los 
marcos Euleriano y Lagrangiano, quedan determinadas 
como: 



/' = 7^(l-/3.k)3j. 



(27) 



Remplazando las cantidades en el marco comovil por las 
correspondientes al marco del laboratorio (las cuales se 
relacionan via las transformaciones de Lorentz), se tiene 
que 



V 
V 



7(1 -/3.k), 



(24) 



c ov 



(28) 



en la ecuacion (l23l). el efecto 



y utilizando /3 ^ = - 

de aberracion entre las direcciones de propagacion k' y 



Remplazando en la ecuacion ([28]) los resultados de ((2T|) . 
((25)1 y dl?]) se tiene 



7(ii+/3-V) (7^(1-/3. k)3)/- 



7(l-/3.k) 

(7^(1 



-/3. 



-7/3(1-^ 
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V 



V + 7/3(if + ^/3/3.V 



(29) 



Suponicndo que no se presentan efectos de refraccion o 
doblamicnto gravitacional de la luz (ya que en el marco 
comovil se determina la ecuacion de transferencia radia- 
tiva sin doblamiento gravitacional de la luz 6 refraccion, 
en el marco de laboratorio se debe observar lo mismo. 



debido a que la fi'sica para ambos observadores debe ser 
la misma), las variaciones de 7(1 — /3 . k) son nulas, i. 
e., no se presentan. Por lo tanto factorizando el termino 
7^(1 — /3 . k)^ en la expresion (|29p se encuentra 



J 



7^(1 



^-)(^l 



/3.V/+k-7/3 1- 



7/3 -k 

7+1 



■<^ 



7 + 1 



/3.V \I = G 



(30) 



donde G 



7"(l-/3.k) 



Expandiendo los terminos y agrupandolos en un parentesis con un factor comiin - % 



y uno con V/ se encuentra 



c dt 



72/3. k- 



7^/3 . k + 7k . /3 - 



7-k./3 
7+1 



' ^ 7+1 



7^' + 

7!£ 



7 + 1 



r 



7"/3"(/3.k) 
(7+1)^ 



k.V/ + 
(3. VI 



G. 



(31) 



Simplificando por separado el primero y el segundo 
parentesis se encuentra 



7^ - 7^/3 . k + 7k . ^ - 7^/32 



7^^ ■ k/32 

7+1 



1, (32) 



7^/3, 



7" 



./3 



7+1 
73/32 



-7 + 



72(/3.k) 



7 + 1 
74/32 (/3.k) 



7 + 1 (7 + 1)2 



= 0, (33) 



por lo tanto se obtiene la ecuacion de transferencia ra- 
diativa en el marco del laboratorio como 



Idl 
~c~di 



k.VI^G, 



(34) 



la cual es funcionalmente identica a la del marco comovil 
([28|) . De lo anterior se distingue que los efectos cinemati- 
cos relativistas se presentan en la transformacion de la 
frecuencia y direccion de propagacion, i.e., corrimicnto 
Doppler y aberracion. 

La anterior demostracion [2^ muestra que tanto para un 
observador Euleriano como para un observador Lagran- 
giano (i.e., un marco de laboratorio y un marco comovil, 
respectivamente) determinan el mismo tipo de ecuacion 
de transferencia radiativa, sin nungun cfecto aparente de 
su estado de movimiento. Por tal razon, en el estudio 
de procesos que involucran la transferencia radiativa en 
medios en movimiento, 6 observadores moviendose se re- 
quiere de un marco mixto, es decir, un marco donde las 
variables dependientes esten en el marco de laboratorio y 
las variables independientes esten en el marco de comovil. 



plemento y aclaracion del por que de la necesidad de mar- 
cos mixtos en el tratamiento relativista de la ecuacion de 
transferencia radiativa. 

El efecto de corrimiento Doppler (factor de corrimiento) 
tiene un comportamiento irregular, ya que a medida que 
la norma del boost tiende a su valor maximo este va a 
cero cuando el angulo entre los observadores es cero, lo 
cual muestra que cuando un observador va en la misma 
direccion de propagacion de la radiacion y a medida que 
su velocidad aumenta, este sistema observa que la fre- 
cuencia que mide y la que tiene la radiacion tienden a ser 
las mismas, esto se observa en la figura[5l 

El efecto de aberracion tiene un valor limite tt a diferencia 
del factor de corrimiento que puede variar hasta infini- 
to. En la figura[7]se observa que sin importar el angulo 
entre los observadores a medida que la norma del boost 
aumenta la aberracion tiende a su valor limite, siempre y 
cuando el angulo entre los observadores sea diferente de 
cero. Adicionalmente en la figura [5] se encuentra que el 
efecto de aberracion es independiente del boost cuando 
el angulo entre los observadores es 6 tt. 
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V. CONCLUSIONES 

La demostracion de la invariancia relativista especial de 
la ecuacion de transferencia radiativa, encuentra que aun 
cuando no existe ningun tipo de interaccion entre la ra- 
diacion y la materia, se presentan los efectos rela tivistas 
de aberracion y corrimiento Doppler, como consecuencia 
de que la ma teria este en movimiento y dichos efectos 
son independientes del tipo de inte raccion entre la ra- 
diacion y la materia; el presente trabajo sirve como com 



APENDICE A: COMPORTAMIENTO DE LOS 

EFECTOS DE CORRIMIENTO DOPPLER Y 

ABERRACION 



A continuacion se presenta el comportamiento de los efec- 
tos relativistas de corrimiento Doppler (|24p y aberracion 
(j25p . con respecto al angulo entre la direccion de propa- 
gacion k y el boost /3. 



1. Corrimiento Doppler 



El factor de corrimiento [ecuacion p4l)] esta dado por 



V 
V 



1/3. k 



(Al) 



donde el termino k indica la direccion de propagacion de 
la radiacion. Debido a que en la ecuacion (|A1[) se presenta 
el product© escalar /3 . k, el factor de corrimiento depende 
de las variables independientes /3 =| /3 | y 6*, siendo B el 
angulo entre la direccion de propagacion k y el boost /3, 
de manera que la expresion (jAip se puede escribir como 



v' _ l-l3cos{9) 

V 



^i^W 



(A2) 



donde se ha tornado que la norma del vector direccion de 
propagacion | k | es igual a la unidad [24|- El comporta- 
miento del factor de corrimiento (|A2p se puede observar 
en la figura[31 
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Figura 4. Comportamiento del factor de corrimiento a boost 
const antes 
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Figura 3. Comportamiento del factor de corrimiento con 
respecto a la norma del boost | /3 | y el angulo 6. 

Una vision detallada del comportamiento del factor de 
corrimiento (figura [3]) se puede observar en la figura [4] 
(boost constantes en magnitud) y en la figura [5] (angulos 
constantes). 

En la figura 2] se observa como el factor de corrimiento 
para un boost igual a cero es igual a la unidad, ya que 
esto significa que son dos sistemas que estan en reposo 
relativo entre si, pero que sus ejes pueden estar rotando 
un angulo entre ellos. Para un boost diferente de cero 
(e.g., /3 = 0,5 6 /3 = 0,99) se puede observar como el factor 
de corrimiento no solo va a depender de la norma de la 
velocidad relativa entre los sistemas inerciales sino de su 
direccion de manera que el factor v' /v crece a medida 
que la norma del boost y su direccion tienden hacia sus 
valores extremes, respectivamente. 

En la figura [5] se observa como el factor de corrimiento 
para un angulo 9 igual a cero tiende a cero, ya que esto 



Figura 5. Comportamiento del factor de corrimiento a 
angulos constantes 



significa dos sistemas que se encuentran dirigidos en la 
misma direccion, pero a medida que aumenta la velocidad 
relativa entre ellos la frecuencia de la radiacion que ve uno 
de ellos tiende a ser nula, ya que uno de los sistemas al 
aumentar su velocidad relativa respecto al otro sistema, 
se aproximaria a la velocidad de propagacion de la onda 
por lo que no veria ninguna onda, por lo tanto el factor 
de corrimiento entre los observadores seria nulo. Para un 
angulo diferente de cero (e.g., 9 = 7r/2 6 9 — 7r/4) como 
el factor de corrimiento crece rapidamente a medida que 
la velocidad relativa entre los sistemas tiende a la unidad. 



Aberracion 



er 



El termino de aberracion [ecuacion ((25)) ] viene dado per 



V 



k' = - k-7/3 1- 



7/3 -k 
7 + 1 



(A3) 



donde el termino k indica la direccion de propagacion de 
la radiacion. Debido a que en la ecuacion (|A3p se presenta 
el producto escalar /9.k, el termino de aberracion depende 
de las variables independientes /3 =| /3 | y 6*, siendo B el 
angulo entre la direccion de propagacion k y el boost /3, 
de manera que la expresion (jASp se puede escribir como 



k' 



v' y \ 7 + 1 



(A4) 



Como el efecto relativista de aberracion ecuacion (jA4p . 
es realmente un efecto relativista sobre el angulo entre 
la direccion de propagacion k y el boost /3 ya que la 
norma del vector direccion de propagacion (ya sea | k | 
como I k' I) es siempre igual a la unidad 22|, al realizar 
el producto punto a ambos lados de la igualdad de la 
ecuacion (|A4p con /3 se obtiene que 



/3 . k' = -/3 



k - 7/3 1 



7/3cos(0) 

7+1 



(A5) 



definiendo a 0' el angulo entre k' y el boost, la relacion 
[5|) queda de la forma 



') = ^ cos(0) - 7/3 1 - 



7/3cos(6') 
7 + 1 



(A6) 



y reemplazando el factor de corrimiento (|A2p en la re- 
lacion (jA6[) . se encuentra que el efecto de aberracion es 



3rTj'4 




Figura 6. Comportamiento del efecto de aberracion con 
respecto a la norma del boost (| /3 |) y S el angulo entre la 
direccion de propagacion k y el boost /3. 




3') 



cos{9) - P 
1~ Pcos{9)' 



(A7) 



donde se ha utilizado que 7^/3^ = 7^ — 1. El comporta- 
miento del efecto de aberracion (|A7P se puede observar 
en la figura [S) 

Una vision detallada del comportamiento del efecto de 
aberracion (figura [6|) se puede observar en la figura [7] 
(boost constantes en magnitud) y en la figura [5] (angulos 
constantes). 

En la figura[7]se observa como el efecto de aberracion pa- 
ra un boost nulo es igual a la unidad, ya que esto significa 
que son dos sistemas que estan en reposo relativo entre 
si, pero que sus ejes pueden estar rotando un angulo 9 
entre ellos. Para un boost diferente de cero (e.g., /? = 0,5 
6 (3 = 0,99) se puede observar como el efecto de aberra- 
cion no solo va a depender de la norma de la velocidad 
relativa entre los sistemas inerciales sino de su direccion 
de manera que la aberracion 9' crece hacia su valor liimi- 
te a medida que la norma del boost y su direccion (i.e., /3 
y 9, respectivamente) tienden hacia sus valores extremos, 
respectivamente. 



Figura 7. Comportamiento del efecto de aberracion a boost 
constantes 



En la figura [8] se observa como el efecto de aberracion 
para un angulo 9 igual a 6 tt es independiente de la 
velocidad relativa entre los marcos de referenda (i.e., el 
boost), mientras que para angulos con valor diferente a 
los anteriores valores (e.g., 9 — 7r/2 6 9 — 7r/4) la aberra- 
cion 9' crece hacia su valor liimite a medida que la nor- 
ma del boost y su direccion (i.e., f3 y 9, respectivamente) 
tienden hacia sus valores extremos, respectivamente. 



APENDICE B: METODO DIRECTO 

De acuerdo con pUj) . la ecuacion de transferencia radia- 
tiva se puede escribir como: 



fc^S^/ 



(Bl) 



Dada la invarianza de I y g, una manera compacta de 
demostrar la invarianza de la ecuacion de transferencia 
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A^9. 



(B4) 



donde A es una transformacion ortogonal con algebra 



K'K =C 



(B5) 



La transformacion A contiene como caso particular los 
boost de Lorentz. De esta manera es directo mostrar que 



Figura 8. Comportamiento del efecto de aberracion a 
angulos constantes 



fc'^9, = kp do 



(B6) 



radiativa cs mostrar que el operador 



es invariante. Para ello se consideran las reglas de trans- 
formacion 



/c^ = A^,/?" 



con lo cual se muestra de una manera directa la invarian- 
(B2) ^^ ^^ 1^ ecuacion de transferencia radiativa. Sin embargo, 
dado el caracter educativo que pretende el articulo, nues- 
tro enfoque se realza mas sobre los efectos cinematicos y 
su interpretacion fisica, dado que en los libros de texto y 
en la bibliografia especializada se dejan de lado y no se 
(B3) explotan a fondo sus riquezas. 
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No se debe confundir el termino k direccion de propaga- 
cion (cuya norma siempre es igual a la unidad), con el 
vector onda. 

Otra manera de demostrar la invarianza de la ecuacion 
de transferencia radiativa (|10|) aunque de manera mas 
directa y compacta es la consignada en el apendice IbI 



